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Resumo
A partir de um modelo cine´tico para a equac¸a˜o de Boltzmann que e´ compat´ıvel com a teoria
hidrodinaˆmica para dois fluidos, estudamos o problema do espalhamento de luz em uma
mistura bina´ria de gases monoatoˆmicos ideais. A comparac¸a˜o entre os resultados teo´ricos
e os dados experimentais para uma mistura dos gases He´lio-Xenoˆnio mostra que a equac¸a˜o
cine´tica utilizada e´ capaz de descrever de forma satisfato´ria o espectro de espalhamento de
luz de uma mistura bina´ria, tanto no regime hidrodinaˆmico quanto no regime cine´tico.
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Abstract
The spectral distribution of light scattered by spontaneous density fluctuations in a binary
mixture of monatomic ideal gases is studied by using a kinetic model of the Boltzmann
equation which is compatible with the two-fluid hydrodynamic theory. Comparison of the
theoretical results with available light scattering experiments in helium-xenon gas mixtures
shows that the model equation can be applied to describe the light scattering spectra in both
hydrodynamic and kinetic regimes.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
Antigamente, os coeficientes de transporte da teoria termodinaˆmica dos processos
irrevers´ıveis, como por exemplo viscosidade e condutividade te´rmica, eram determinados
atrave´s de experimentos realizados em sistemas fora do equil´ıbrio termodinaˆmico [1]. Tais
experimentos eram dif´ıceis de serem realizados e os resultados obtidos na˜o eram precisos.
O advento do laser e o progresso de suas te´cnicas nos u´ltimos quarenta anos per-
mitiram a determinac¸a˜o dos coeficientes de transporte de gases e l´ıquidos em equil´ıbrio
termodinaˆmico atrave´s de experimentos de espalhamento de luz [2]. Para tal sa˜o utilizadas
as flutuac¸o˜es microsco´picas espontaˆneas da densidade e temperatura que ocorrem no sistema.
Tais flutuac¸o˜es influenciam a constante diele´trica do meio e produzem o espalhamento da
luz incidente.
A partir do espectro obtido podemos determinar os coeficiente de transporte medindo
a largura do pico central (pico de Rayleigh) e dos picos laterais (picos de Brillouin). A largura
do pico de Rayleigh esta´ relacionada com o coeficiente de condutividade te´rmica, enquanto
que a largura dos picos de Brillouin e´ proporcional ao coeficiente de viscosidade cisalhamento.
No caso de uma mistura, o pico central ainda esta´ relacionado com os coeficientes de difusa˜o
e termo-difusa˜o.
Em um experimento de espalhamento, a luz de um laser e´ focada em um fluido em
equil´ıbrio termodinaˆmico. Parte desta luz e´ espalhada e observada em um detector. O
sinal que chega no detector e´ uma grandeza que flutua e utilizamos um interferoˆmetro para
medirmos a func¸a˜o de auto-correlac¸a˜o desta flutuac¸a˜o.
A grandeza central na teoria do espalhamento de luz e´ o chamado fator de estrutura
dinaˆmico, ou seja, a transformada de Fourier temporal da func¸a˜o de auto-correlac¸a˜o da
flutuac¸a˜o da constante diele´trica, e ele pode ser determinado com o aux´ılio da hipo´tese da
regressa˜o de Onsager [3,4]. A hipo´tese da regressa˜o de Onsager afirma que o comportamento
6
temporal da func¸a˜o de auto-correlac¸a˜o de uma grandeza que flutua e´ igual ao comportamento
da relaxac¸a˜o para o equil´ıbrio realizado por uma perturbac¸a˜o macrosco´pica da grandeza. Tal
relaxac¸a˜o e´ ditada pelos coeficientes de transporte do meio e, por causa disso, eles aparecem
no fator de estrutura dinaˆmico.
Entretanto, a determinac¸a˜o dos coeficientes de transporte de um fluido na˜o e´ a u´nica
utilidade da teoria do espalhamento de luz. Quando os coeficientes de transporte sa˜o co-
nhecidos, podemos utilizar o fator de estrutura dinaˆmico para determinarmos a validade de
uma certa teoria hidrodinaˆmica ou cine´tica [5].
Para gases e suas misturas, o problema de espalhamento de luz apresenta dois regimes
bem distintos: o regime hidrodinaˆmico, onde as equac¸o˜es de balanc¸o de massa, momento
linear e energia, juntamente com as equac¸o˜es constitutivas para o tensor pressa˜o e o fluxo
de calor (Leis de Navier-Stokes e Fourier), podem ser utilizadas com sucesso [6] e o regime
cine´tico onde, para descrever o espectro de espalhamento, temos que considerar a soluc¸a˜o da
equac¸a˜o de Boltzmann [7].
A teoria hidrodinaˆmica para o espalhamento de luz em uma mistura bina´ria de flui-
dos foi desenvolvida primeiramente por Mountain e Deutch [8], que caracterizaram o estado
macrosco´pico da mistura atrave´s dos campos densidade de massa parcial, velocidade e tem-
peratura, e usaram as leis de Navier-Stokes, Fourier e Fick como equac¸o˜es constitutivas para
o tensor pressa˜o, fluxo de calor e fluxo de difusa˜o, respectivamente. Mais tarde Cohen et
al. [9] aperfeic¸oaram a teoria hidrodinaˆmica do espalhamento de luz corrigindo um erro no
trabalho original de Mountain e Deutch que haviam desprezado alguns termos nas expresso˜es
aproximadas para o espectro da luz espalhada.
Medidas no espectro de Rayleigh-Brillouin da luz espalhada em uma mistura bina´ria
de He´lio e Xenoˆnio foram realizadas por Letamendia et al. [10] para diversas densidades, con-
centrac¸o˜es e aˆngulos de espalhamento. Para frac¸o˜es molares de He´lio maiores que um valor
cr´ıtico, os dados experimentais sa˜o descritos com grande precisa˜o pela teoria hidrodinaˆmica
usual, e o espalhamento de luz mostra-se um bom me´todo para se obter o coeficiente de
termo-difusa˜o, visto que a forma do espectro nas misturas de He´lio-Xenoˆnio e´ muito sens´ıvel
a` presenc¸a e magnitude deste coeficiente. Por outro lado, quando a frac¸a˜o molar do He´lio
na˜o e´ muito pequena, sa˜o observados desvios sistema´ticos entre os resultados experimentais
e as previso˜es da teoria termodinaˆmica usual.
A fim de descrever tais desvios, Johnson [11] utilizou as equac¸o˜es linearizadas da
teoria hidrodinaˆmica com duas temperaturas para uma mistura bina´ria de gases de massas
diferentes derivadas por Goebel et al. [12]. Na teoria de duas temperaturas, as equac¸o˜es
de balanc¸o linearizadas da teoria termodinaˆmica irrevers´ıvel de misturas sa˜o suplementadas
com uma equac¸a˜o de relaxac¸a˜o para a diferenc¸a de temperatura. Na˜o foi observada uma
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boa concordaˆncia quantitativa entre as experieˆncias e as previso˜es teo´ricas, uma vez que os
resultados apresentados por Johnson aplicam-se para misturas de part´ıculas Maxwellianas,
para as quais os efeitos de termo-difusa˜o sa˜o ausentes. A inclusa˜o dos efeitos de termo-difusa˜o
mostram uma melhora no acordo quantitativo entre a descric¸a˜o com duas temperaturas e
o experimento, mas na˜o mostram mudanc¸a nas caracter´ısticas qualitativas principais do
espectro da luz espalhada.
Uma alternativa para calcular o espectro da mistura dos gases He´lio-Xenoˆnio foi
feita por Letamendia et al. [10] usando uma equac¸a˜o modelo de ordem superior derivada
por Boley e Yip [13] que e´ baseada na equac¸a˜o de Boltzmann linearizada para mole´culas de
Maxwell. Esta descric¸a˜o cine´tica foi bem sucedida para descrever o espectro da luz espalhada
na mistura de He´lio-Xenoˆnio em baixas presso˜es do Xenoˆnio e pequenas frac¸o˜es molares do
Xenoˆnio, condic¸o˜es as quais os efeitos de termo-difusa˜o podem ser desprezados. Para altas
presso˜es e grandes frac¸o˜es molares os efeitos de termo-difusa˜o sa˜o significativos, assim uma
extensa˜o da equac¸a˜o modelo para outros potenciais interatoˆmicos (por exemplo, potencial
de esfera r´ıgida) e´ necessa´ria.
Neste trabalho estudamos o espectro de espalhamento de luz para uma mistura
bina´ria de gases monoatoˆmicos ideais utilizando o modelo cine´tico proposto por Fernan-
des e Marques Jr. [14] que e´ compativel com a teoria hidrodinaˆmica para dois fluidos. A
derivac¸a˜o da equac¸a˜o cine´tica modelo e´ baseada no me´todo proposto por Liu [15] para cons-
truc¸a˜o de equac¸o˜es modelo a partir da equac¸a˜o de Boltzmann. A determinac¸a˜o do espectro
de espalhamento de luz segue da soluc¸a˜o da equac¸a˜o modelo linearizada sujeita a condic¸o˜es
iniciais apropriadas. Assumindo que as part´ıculas da mistura interagem de acordo com o
potencial de esfera r´ıgida, resultados teo´ricos para o fator de estrutura dinaˆmico sa˜o obtidos
e comparados com os dados experimentais de Letamendia et al. [10] para diversas misturas
de He´lio com Xenoˆnio. Tal comparac¸a˜o mostra que a equac¸a˜o cine´tica utilizada e´ capaz de
descrever de forma satisfato´ria o espectro de espalhamento de luz de uma mistrura bina´ria
de gases monoatoˆmicos, tanto no regime hidrodinaˆmico quanto no regime cine´tico.
Nesta dissertac¸a˜o, os cap´ıtulos sa˜o organizados da seguinte forma: o Cap´ıtulo 2 trata
da eletrodinaˆmica ba´sica empregada no processo de espalhamento de luz e tambe´m da teoria
da resposta linear que torna poss´ıvel o espectro da luz espalhada. Ja´ nos cap´ıtulos 3 e 4 o
modelo cine´tico, propriamente dito, e´ desenvolvido e a equac¸a˜o de Boltzmann e´ encontrada
e resolvida. No Cap´ıtulo 5 encontramos os espectros da luz espalhada e verificamos a vali-
dade do modelo cine´tico empregado confrontando nossos resultados teo´ricos com os dados
experimentais.
Utilizou-se a notac¸a˜o cartesiana para tensores, com a convenc¸a˜o da soma de Einstein
e a notac¸a˜o onde pareˆnteses pontiagudos contendo ı´ndices indicam o deviante do tensor,
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como em:
∂vα<i
∂xj>
=
1
2
(
∂vαi
∂xj
+
∂vαj
∂xi
)
− 1
3
∂vα`
∂x`
δij, (1.1)
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Cap´ıtulo 2
Teoria do Espalhamento de Luz
A luz de um laser que incide sobre um fluido em equil´ıbrio termodinaˆmico e´ espalhada
devido a`s flutuac¸o˜es espontaˆneas que ocorrem na constante diele´trica do meio. O espectro
da luz espalhada e´ determinado pelo chamado fator de estrutura dinaˆmico, que vem a ser a
transformada de Fourier temporal da func¸a˜o de auto-correlac¸a˜o da flutuac¸a˜o da constante
diele´trica. O fator de estrutura dinaˆmico pode ser calculado a partir das equac¸o˜es de balanc¸o
da termodinaˆmica ou a partir da equac¸a˜o de Boltzmann que descreve o sistema [2].
2.1 Teoria Eletromagne´tica do Espalhamento de Luz
As equac¸o˜es de Maxwell formam a base para a descric¸a˜o de todos os fenoˆmenos
eletromagne´ticos cla´ssicos. Para um meio na˜o condutor, onde a densidade volume´trica de
carga ρ e a densidade de corrente J sa˜o nulas, no sistema MKS elas podem ser escritas da
seguinte forma [16] :
∇× E = −∂B
∂t
, (2.1)
∇×H = ∂D
∂t
, (2.2)
∇ ·D = 0, (2.3)
∇ ·B = 0, (2.4)
onde E e´ o campo ele´trico, H e´ o campo magne´tico, D e´ o deslocamento ele´trico e B a
induc¸a˜o magne´tica.
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Os vetores D e B esta˜o relacionados com os vetores E e H atrave´s da polarizac¸a˜o
ele´trica P e a magnetizac¸a˜o M atrave´s das equac¸o˜es
D = ²0E + P, (2.5)
B = µ0 (H + M) , (2.6)
onde ²0 e´ a constante diele´trica do va´cuo e µ0 e´ a permeabilidade magne´tica do va´cuo.
Se o meio a ser estudado for isotro´pico e na˜o magne´tico temos P = χeE e M = 0, onde χe
denota a susceptibilidade ele´trica do meio. Sendo assim, a partir das equac¸o˜es (2.5) e (2.6)
obtemos
D = (²0 + χe)E = ²E, (2.7)
B = µ0H, (2.8)
onde ² e´ a constante diele´trica do meio.
No experimento idealizado, como mostrado na figura 2.1, o feixe de um laser passa
atrave´s de um polarizador para definir a polarizac¸a˜o da luz incidente que atravessa a amostra
do ga´s. Quando as mole´culas desta amostra sa˜o sujeitas a esse campo ele´trico suas cargas
constituintes experimentam uma forc¸a e sa˜o consequ¨entemente aceleradas emitindo radiac¸a˜o.
Polarizador
Amostra
Polarizador
Figura 2.1: Esquema do experimento de espalhamento de luz
Para melhor definir o experimento podemos dividir esta amostra em muitas subregio˜es
de igual volume. O campo ele´trico espalhado total e´ a superposic¸a˜o dos campos ele´tricos
irradiados por todas as cargas da amostra. Se a constante diele´trica (que depende da polari-
zabilidade) fosse ideˆntica em cada subregia˜o, o campo ele´trico espalhado de uma subregia˜o
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para a outra seria ideˆntico em amplitude, mas sempre seria poss´ıvel encontrar uma subregia˜o
irradiando um campo ele´tico oposto por um fator de fase (pois, depende da posic¸a˜o relativa
da subregia˜o). Desse modo, os efeitos dos espalhamentos laterais seriam cancelados uns pelos
outros restando apenas a luz irradiada diretamente para frente. Mas as mole´culas esta˜o em
constante movimento de translac¸a˜o e rotac¸a˜o provocando, com isso, uma flutuac¸a˜o local na
constante diele´trica acarretando uma diferenciac¸a˜o na amplitude da luz irradiada por cada
subregia˜o.
A constante diele´trica local de um ga´s na˜o magne´tico, na˜o condutor e na˜o absorvente
pode ser escrita como :
² = ²¯+ δ², (2.9)
onde ²¯ e´ o valor da constante diele´trica na auseˆncia de campos externos e δ² e´ a flutuac¸a˜o
da constante diele´trica.
Como resultado final a luz e´ irradiada com va´rias amplitudes em todas as direc¸o˜es.
Vamos estudar apenas a parcela de luz irradiada na direc¸a˜o do aˆngulo de espalhamento θ
definido na figura 2.1. A luz passa atrave´s de um outro polarizador e finalmente incide no
detector.
Se os campos incidentes sa˜o dados por EI,DI, BI,HI e os campos espalhados por
ES,DS, BS,HS os campos totais sa˜o dados por :
E = EI + ES, (2.10)
D = DI + DS, (2.11)
B = BI + BS, (2.12)
H = HI + HS. (2.13)
Iremos considerar que as amplitudes dos campos espalhados sa˜o menores que a ampli-
tudes dos campos incidentes. Substituindo (2.9) e (2.10) em (2.7) e (2.13) em (2.8) obtemos
D = ²¯ (EI + ES) + δ² EI, (2.14)
B = µ0(H
I + HS). (2.15)
Na equac¸a˜o (2.14) desconsideramos o termo δ² ES por ser de segunda ordem, uma vez que
o campo ES tem origem na flutuac¸a˜o δ².
Comparando as equac¸o˜es (2.11) e (2.12) com as equac¸o˜es (2.14) e (2.15) obtemos as
seguintes relac¸o˜es :
DI = ²¯ EI, (2.16)
DS = ²¯ ES + δ² EI, (2.17)
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BI = µ0H
I, (2.18)
BS = µ0H
S. (2.19)
Uma vez que os campos totais e os campos incidentes satisfazem as equac¸o˜es de
Maxwell, os campos espalhados tambe´m devem satisfazeˆ-las, ou seja,
∇× ES = −∂B
S
∂t
, (2.20)
∇×HS = ∂D
S
∂t
, (2.21)
∇ ·BS = 0, (2.22)
∇ ·DS = 0. (2.23)
Substituindo as equac¸o˜es (2.17) e (2.19) na equac¸a˜o (2.20) temos
µ0 ²¯
∂HS
∂t
+∇×DS = ∇× (δ² EI). (2.24)
Tomando o rotacional da equac¸a˜o acima e utilizando a equac¸a˜o (2.21) segue
µ0 ²¯
∂2DS
∂t2
+∇× (∇×DS) = ∇× (∇× (δ² EI)). (2.25)
Utilizando agora a identidade ∇ × (∇ × A) = ∇(∇ · A) − ∇2A e lembrando que
c = 1/
√
µ0²¯, onde c e´ a velocidade da luz no ga´s, obtemos a seguinte equac¸a˜o de onda na˜o
homogeˆnea :
1
c2
∂2DS
∂t2
−∇2DS = ∇× (∇× (δ²EI)). (2.26)
Fazendo uso do vetor de Hertz Π e da relac¸a˜o DS = ∇ × (∇ ×Π) [17], obtemos a
seguinte equac¸a˜o de onda :
∇2Π− 1
c2
∂2Π
∂t2
= −(δ²)(EI). (2.27)
A soluc¸a˜o formal desta equac¸a˜o vale
Π(R, t) =
1
4pi
∫
δ²(r, t′)EI(r, t′)
|R− r| dr, (2.28)
onde
t′ = t− |R− r|
c
, (2.29)
e´ o chamado tempo de retardamento e os vetores R e r sa˜o definidos na figura 2.2.
Iremos assumir que o tempo de durac¸a˜o de uma flutuac¸a˜o na constante diele´trica
e´ pequeno, pore´m, muito maior do que o tempo que a luz leva para chegar ao detector.
Tal fato nos permite desprezar o retardo nas flutuac¸o˜es da constante diele´trica e escrever
δ²(r, t′) = δ²(r, t). No entanto, para o campo ele´trico isto na˜o e´ poss´ıvel, uma vez que o
per´ıodo da luz vis´ıvel
T =
λ
c
=
6× 10−7
3× 108 = 2× 10
−15 s,
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e´ pequeno se comparado com t− t′ = |R− r|/c ≈ 10−8s.
R - r
AMOSTRA
LASER
r
R
de
tec
tor
Figura 2.2: Geometria do espalhamento
A partir da equac¸a˜o (2.28) obtemos a seguinte expressa˜o para as componentes do
vetor DS :
DSi (R, t) =
1
4pi
εijkεklm
∫
V
δ²(r, t)
∂2
∂Rj∂Rl
[
EIm(r, t
′)
|R− r|
]
dr. (2.30)
Se o detector estiver a uma grande distaˆncia em relac¸a˜o ao volume que sofre espa-
lhamento (aproximadamente 1m), enta˜o R À r, desprezando-se os termos de ordem 1/R2 e
considerando que [7]
|R− r| ∼= R− R · r
R
,
temos :
DSi (R, t) =
1
4pic2
1
R
(
RiRm
R2
− δim
)∫
V
δ²(r, t)
∂2EIm(r, t
′)
∂t′2
dr. (2.31)
Na posic¸a˜o do detector o campo ele´trico esta´ relacionado com o deslocamento ele´trico
atrave´s da expressa˜o DSi (R, t) = ²0E
S
i (R, t). Sendo assim, temos
ESi (R, t) =
1
4pi²0c2
1
R
(
RiRm
R2
− δim
)∫
V
δ²(r, t)
∂2EIm(r, t
′)
∂t′2
dr. (2.32)
Em um experimento de espalhamento de luz, consideramos a luz incidente como uma
onda plana eletromagne´tica dada por :
EˆI(r, t) = nIEˆ0 exp i[k
I · r− ωIt], (2.33)
onde EˆI(r, t) e´ o campo ele´trico complexo na posic¸a˜o r e no instante t, nI e´ o vetor unita´rio
na direc¸a˜o do vetor campo ele´trico incidente, Eˆ0 e´ a amplitude complexa do campo, kI =(
ωI/c
)
kˆI e´ o vetor de onda (ou vetor de propagac¸a˜o), ωI e´ a frequ¨eˆncia angular e kˆI e´ o
versor especificando a direc¸a˜o de propagac¸a˜o da onda incidente.
Vamos definir o vetor de espalhamento q, dado pela diferenc¸a entre os vetores de
onda incidente kI e espalhado kS representado por :
q = kI − kS,
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e cuja geometria e´ mostrada na figura 2.3, atrave´s da qual observamos que
q2 = (kI)2 + (kS)2 − 2kIkS cos θ. (2.34)
DETECTOR
POLARIZADOR
k
I
k
S
q=k -k
I S
Figura 2.3: Definic¸a˜o do vetor q
Desde que, neste processo, a onda espalhada tenha essencialmente o mesmo com-
primento de onda da onda incidente λI ≈ λS :
| kI | = (2pi)
λI
≈ | kS |, (2.35)
onde λI e λS sa˜o os comprimentos de onda no va´cuo da luz incidente e espalhada respecti-
vamente, temos :
q2 = 2(kI)2(1− cos θ). (2.36)
Entretanto, utilizando a relac¸a˜o (1− cos θ) = 2 sen 2(θ/2), vemos que o mo´dulo do vetor de
espalhamento e´ dado pela expressa˜o
q = 2kI sen
θ
2
. (2.37)
Essa e´ a conhecida condic¸a˜o de Bragg que fornece o mo´dulo do vetor de espalhamento
q para um dado aˆngulo de espalhamento θ. Vemos a partir da condic¸a˜o de Bragg que
as flutuac¸o˜es mais lentas (grandes comprimentos de onda) sa˜o observadas para pequenos
aˆngulos de espalhamento, enquanto que as flutuac¸o˜es mais ra´pidas (pequenos comprimentos
de onda) sa˜o observadas para grandes aˆngulos de espalhamento.
Substituindo a equac¸a˜o (2.33) em (2.32) obtemos :
EˆSi (R, t) = −
Eˆ0
4pi²0c2
(ωI)2
R
(
RiRm
R2
− δim
)
nIme
i(kIR−ωI t)
∫
V
δ²(r, t)eiq·rdr. (2.38)
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A equac¸a˜o (2.38) pode ser expressa em termos da transformada de Fourier da flu-
tuac¸a˜o da constante diele´trica δ²(r, t) :
δ²(q, t) =
∫
V
δ²(r, t)eiq·rdr. (2.39)
Introduzindo (2.39) em (2.38) temos :
EˆSi (R, t) = −
Eˆ0
4pi²0c2
(ωI)2
R
(
RiRm
R2
− δim
)
nIme
i(kIR−ωI t)δ²(q, t), (2.40)
Da equac¸a˜o (2.40) obtemos o valor de EˆS(R, t) ao multiplicar escalarmente esta
expressa˜o por nS, tal que nS ·R = 0.
EˆS(R, t) = nS · EˆS(R, t) = Eˆ0
4pi²0c2
(ωI)2
R
(nI · nS)ei(kIR−ωI t)δ²(q, t). (2.41)
2.2 Flutuac¸o˜es e Func¸o˜es de Correlac¸a˜o Temporal
Em experimentos de espalhamento de luz iremos admitir que o campo da luz inci-
dente e´ suficientemente fraco para que o sistema responda linearmente a ele [2]. O problema
teo´rico ba´sico e´ descrever a resposta de um sistema em equil´ıbrio para este campo fraco inci-
dente, ou mais precisamente, as mudanc¸as (variac¸a˜o da frequ¨eˆncia, mudanc¸a na polarizac¸a˜o,
etc...) devida a interac¸a˜o do campo ele´trico com o sistema.
Quando dois sistemas sa˜o levemente acoplados e´ necessa´rio conhecer apenas como
ambos os sistemas se comportam na auseˆncia do acoplamento para descrever como os siste-
mas respondem, um ao outro, quando acoplados. Ale´m disso, a resposta de um sistema em
relac¸a˜o ao outro e´ completamente descrita pela func¸a˜o de correlac¸a˜o temporal de varia´veis
dinaˆmicas (teoria da resposta linear). As func¸o˜es de correlac¸a˜o fornecem um me´todo conciso
para expressar o grau no qual duas propriedades dinaˆmicas esta˜o correlacionadas em um
per´ıodo de tempo.
Seja A uma propriedade que depende das posic¸o˜es e momentos de todas as part´ıculas
do sistema. Em virtude dos movimentos das part´ıculas que compo˜em o sistema, estas esta˜o
constantemente colidindo entre si e suas posic¸o˜es e momentos mudam constantemente no
tempo e tambe´m a propriedade A. Embora as part´ıculas do ga´s movam-se de acordo com
as equac¸o˜es de Newton, o fato do nu´mero delas ser muito grande faz o movimento parecer
randoˆmico.
A me´dia sobre um conjunto de valores de A(t) tomados num intervalo de tempo T e´
dada por [2]:
< A >= lim
T→∞
1
T
∫ t0+T
t0
A(t)dt. (2.42)
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Esta equac¸a˜o torna-se significativa apenas se T e´ grande comparado ao per´ıodo de flutuac¸a˜o.
Se a me´dia dada pela equac¸a˜o (2.42) independe do instante inicial, a propriedade A(t)
pode ser chamada de propriedade estaciona´ria, sendo expressa como
< A >= lim
T→∞
1
T
∫ T
0
A(t)dt. (2.43)
A propriedade A(t) em dois tempos diferentes t e t + τ tem em geral valores diferentes
A(t + τ) 6= A(t). No entanto, quando τ e´ muito pequeno comparado ao per´ıodo no qual a
flutuac¸a˜o e´ definida, teremos A(t+τ) ∼= A(t). A medida que τ aumenta o desvio de A(t+τ),
em relac¸a˜o a A(t), cresce e a correlac¸a˜o diminui.
Podemos dizer enta˜o que A(t+ τ) esta´ correlacionado com A(t) quando τ e´ pequeno,
mas que esta correlac¸a˜o e´ perdida se τ torna-se grande comparado ao per´ıodo da flutuac¸a˜o.
A medida desta correlac¸a˜o e´ a func¸a˜o de autocorrelac¸a˜o da propriedade A definida por:
< A(0)A(τ) >= lim
T→∞
1
T
∫ T
0
A(t)A(t+ τ)dt. (2.44)
Considerando intervalos discretos de tempo ∆t e utilizando a desigualdade de Schwartz
[2], podemos mostrar que
< A(0)A(0) > ≥ < A(0)A(τ) >, (2.45)
ou seja, as func¸o˜es de autocorrelac¸a˜o possuem um ma´ximo no seu valor inicial dado por
< A2 >, a partir do qual passam a decair.
Quando τ torna-se grande A(0) e A(τ) sa˜o totalmente na˜o correlacionadas
lim
τ→∞
=< A(0)A(τ) >=< A >2, (2.46)
e a func¸a˜o de correlac¸a˜o temporal decai de < A2 > para < A >2 no curso do tempo.
Em muitos casos as func¸o˜es de autocorrelac¸a˜o decaem exponencialmente [2]
< A(0)A(τ) >=< A >2 +{< A2 > − < A >2}exp(− τ
τr
), (2.47)
onde τr e´ chamado tempo de relaxac¸a˜o ou tempo de correlac¸a˜o da propriedade.
Se definirmos δA(t) = A(t)− < A > representando o desvio do valor instantaˆneo de
A(t) de seu valor me´dio, teremos
< δA(0)δA(τ) >=< A(0)A(τ) > − < A >2, (2.48)
e que, combinado com a equac¸a˜o (2.47) nos leva a
< δA(0)δA(τ) >=< δA2 > exp(− τ
τr
). (2.49)
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Analogamente, as func¸o˜es de correlac¸a˜o entre duas propriedades diferentes A e B sa˜o
definidas da seguinte forma:
< δA(τ)δB(0) >=
1
T
∫ T
0
δA(t+ τ)δB(t)dt (2.50)
onde δB(t) = B(t)− < B >.
2.3 Densidade Espectral da Luz Espalhada
A densidade espectral da func¸a˜o de correlac¸a˜o temporal < A∗(0)A(t) > e´ definida
como [2]
IA(ω) =
1
2pi
∫
∞
−∞
< A∗(0)A(t) > e−iωtdt, (2.51)
onde A∗ denota o complexo conjugado de A. Esta propriedade e´ importante, pois em um
experimento de espalhamento de luz o detector mede a densidade espectral do campo ele´trico
da luz espalhada.
Com base nas considerac¸o˜es feitas anteriormente, podemos escrever a densidade es-
pectral do campo ele´trico da luz espalhada como sendo
I(q, ωS,R) =
1
2pi
∫
∞
−∞
< ES(R, 0)ES(R, t) > e−iω
Stdt, (2.52)
onde
ES(R, t) = <{EˆS(R, t)}. (2.53)
Substituindo a equac¸a˜o (2.41) na equac¸a˜o (2.53) e a equac¸a˜o resultante na equac¸a˜o (2.52)
obtemos:
I(q, ωS,R) =
|Eˆ0|2
(4pi²0R)2
(
ωI
c
)4
(nI · nS)2 1
4pi
∫
∞
−∞
< δ²∗(q, 0)δ²(q, t) > cos(ωIt)e−iω
Stdt.
(2.54)
Na derivac¸a˜o da expressa˜o acima utilizamos o fato de que < δ²∗(q, 0)δ²(q, t) > e´ uma
quantidade real [18].
Para determinar a densidade espectral da luz espalhada basta determinar o fator de
estrutura dinaˆmico S(q, ω) definido como [9]:
S(q, ω) =
1
2pi
∫
∞
−∞
< δ²∗(q, 0)δ²(q, t) > e−iωtdt, (2.55)
onde ω = ωS − ωI representa a mudanc¸a de frequ¨eˆncia da luz espalhada. Uma vez que a
func¸a˜o de auto-correlac¸a˜o e´ uma func¸a˜o par no tempo, e tambe´m real, podemos escrever
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S(q, ω) da seguinte forma:
S(q, ω) =
1
pi
<
[ ∫
∞
0
< δ²∗(q, 0)δ²(q, t) > e−iωtdt
]
. (2.56)
A integral que aparece na equac¸a˜o (2.56) pode ser escrita como a transformada de
Laplace de < δ²∗(q, 0)δ²(q, t) > na posic¸a˜o s = iω, ou seja,
< δ²∗(q, 0)δ²(q, s = iω) >=
∫
∞
0
< δ²∗(q, 0)δ²(q, t) > e−stdt|s=iω. (2.57)
Substituindo (2.57) em (2.56) chegamos a forma do fator de estrutura dinaˆmico:
S(q, ω) =
1
pi
<
[
< δ²∗(q, 0)δ²(q, s = iω) >
]
. (2.58)
Para os gases ideais, a constante diele´trica ² e´ uma func¸a˜o apenas da densidade do
nu´mero de part´ıculas n, de modo que:
S(q, ω) =
1
pi
(
∂²
∂n
)2
<
[
< δn∗(q, 0)δn(q, s = iω) >
]
. (2.59)
Podemos ver, da equac¸a˜o (2.59), que a determinac¸a˜o do fator de estrutura dinaˆmico
S(q, ω) requer o conhecimento da func¸a˜o de auto-correlac¸a˜o da densidade do nu´mero de
part´ıculas. Veremos que esta func¸a˜o de correlac¸a˜o esta´ relacionada com a soluc¸a˜o da equac¸a˜o
linearizada de Boltzmann sujeita a certas condic¸o˜es iniciais.
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Cap´ıtulo 3
Modelo Cine´tico para Misturas de
Gases Monoatoˆmicos
O objetivo deste cap´ıtulo e´ desenvolver um modelo cine´tico para uma mistura de ν
gases monoatoˆmicos - com base na equac¸a˜o de Boltzamnn - que seja compat´ıvel com a teoria
termodinaˆmica de 5ν-campos, na qual o estado macrosco´pico da mistura e´ caracterizado
pelos campos de densidade, velocidade e temperatura de cada constituinte.
3.1 A Equac¸a˜o de Boltzmann
Na teoria cine´tica o estado para uma mistura de ν gases monoatoˆmicos ideais e´
caracterizado pelas func¸o˜es de distribuic¸a˜o de velocidades fα = fα(x, cα, t) (α = 1, 2, ..., ν)
tal que fα(x, cα, t)dxdcα fornece para um instante de tempo t o nu´mero de part´ıculas do
constituinte α no elemento de volume entre x e x + dx com velocidades entre cα e cα + dcα.
Na auseˆncia de forc¸as externas a func¸a˜o distribuic¸a˜o da velocidade para uma part´ıcula do
constituinte α satisfaz a equac¸a˜o de Boltzmann [19]
∂fα
∂t
+ cαi
∂fα
∂xi
=
ν∑
γ=1
Qαγ, (3.1)
onde
Qαγ =
∫ [
fα(x, c
′
α, t)fγ(x, c
′
γ, t)− fα(x, cα, t)fγ(x, cγ, t)
]
gαγb db dε dcγ . (3.2)
O lado direito da equac¸a˜o de Boltzmann descreve as mudanc¸as na func¸a˜o de distribuic¸a˜o
das velocidades devido a`s coliso˜es moleculares que ocorrem na mistura. Ale´m disso, c′α e
c′γ representam as velocidades das mole´culas apo´s a colisa˜o, gαγ = |cγ − cα| e´ o mo´dulo da
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velocidade relativa antes da colisa˜o, b e´ o paraˆmetro de impacto e ε e´ o chamado aˆngulo
azimutal.
3.2 Equac¸a˜o de Transfereˆncia
A equac¸a˜o de transfereˆncia para o constituinte α da mistura e´ obtida atrave´s da
multiplicac¸a˜o da equac¸a˜o de Boltzmann (3.1) por uma func¸a˜o arbitra´ria ψα = ψ(x, cα, t) e
integrac¸a˜o da equac¸a˜o resultante sobre todos os valores de cα [20]. Sendo assim, obtemos
∂
∂t
∫
ψαfαdcα +
∂
∂xi
∫
ψαc
α
i fαdcα −
∫ [
∂ψα
∂t
+ cαi
∂ψα
∂xi
+ F αi
∂ψα
∂cαi
]
fαdcα
=
ν∑
γ=1
∫
ψα(f
′
αf
′
γ − fαfγ) gγα b db dε dcγ dcα
=
ν∑
γ=1
∫
(ψ′α − ψα)fαfγ gγα b db dε dcγ dcα.
(3.3)
O lado direito da equac¸a˜o de transfereˆncia (3.3) segue da troca das velocidades (cα, cγ) por
(c′α, c
′
γ) e da utilizac¸a˜o das equac¸o˜es va´lidas para uma colisa˜o de restituic¸a˜o, isto e´,
g′γα = gγα, b
′ = b, dε′ = dε, dc′γ dc
′
α = dcγ dcα. (3.4)
3.3 Equac¸a˜o Modelo
A complexidade matema´tica do operador de colisa˜o de Boltzmann para tratar proble-
mas dependentes do tempo como o espalhamento de luz em mistura de gases pode ser evitado,
se substituirmos o operador de colisa˜o por um simples termo de relaxac¸a˜o da forma [14]:
Qαγ = −σαγ(fα − fαγ), (3.5)
onde fαγ denota a func¸a˜o distribuic¸a˜o de refereˆncia e σαγ e´ uma frequ¨eˆncia efetiva de colisa˜o
das part´ıculas do constituinte α com part´ıculas do constituinte γ. Tal forma para o operador
de colisa˜o foi baseada no modelo BGK [21], proposto inicialmente para gases ionizados por
Bhatnagar, Gross e Krook. A func¸a˜o de distribuic¸a˜o de refereˆncia depende da velocidade
das part´ıculas e conte´m va´rios coeficientes dependentes da posic¸a˜o e do tempo que podem
ser determinados preservando algumas das principais propriedades f´ısicas para completar o
operador de colisa˜o de Boltzmann.
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Nosso objetivo e´ derivar a equac¸a˜o cine´tica modelo para uma mistura de ν gases mo-
noatoˆmicos ideais que seja compat´ıvel com a chamada teoria termodinaˆmica de 5ν-campos.
A teoria termodinaˆmica de 5ν-campos descreve um estado macrosco´pico da mistura atrave´s
dos campos de densidade nume´rica parcial nα, velocidade de escoamento parcial v
α
i e tem-
peratura parcial Tα. Em termos das func¸o˜es de distribuic¸a˜o de velocidade, eles sa˜o definidos
da seguinte forma:
nα =
∫
fαdcα, (3.6)
nαv
α
i =
∫
cαi fαdcα, (3.7)
nαkTα =
1
3
∫
mαC
2
αfαdcα, (3.8)
onde mα e´ a massa molecular, k e´ a constante de Boltzmann e C
α
i = c
α
i − vαi e´ a velocidade
peculiar. Para os momentos da func¸a˜o distribuic¸a˜o definidos acima, podemos derivar da
equac¸a˜o de transfereˆncia (3.3) as seguintes equac¸o˜es de balanc¸o [14,22]:
∂nα
∂t
+
∂nαv
α
i
∂xi
= 0, (3.9)
nαmα
(
∂vαi
∂t
+ vαj
∂vαi
∂xj
)
+
∂pαij
∂xj
= −nαmα
ν∑
γ=1
ναγzγ(v
α
i − vγi ), (3.10)
3
2
nαk
(
∂Tα
∂t
+ vαi
∂Tα
∂xi
)
+
∂qαi
∂xi
+ pαij
∂vαi
∂xj
= −3nαk
ν∑
γ=1
ναγzαzγ(Tα − Tγ), (3.11)
onde
zα =
mα
mα +mγ
(3.12)
e
ναγ =
16
3
nγΩ
(1,1)
αγ (3.13)
e´ uma frequ¨eˆncia de colisa˜o que depende da temperatura e do potencial de interac¸a˜o mole-
cular atrave´s das integrais de colisa˜o de Chapman-Cowling Ω
(l,r)
αγ [19]. Os outros momentos
da func¸a˜o distribuic¸a˜o que aparecem nas equac¸o˜es de balanc¸o acima sa˜o o tensor pressa˜o
parcial
pαij =
∫
mαC
α
i C
α
j fαdcα, (3.14)
e o vetor fluxo de calor parcial
qαi =
1
2
∫
mαC
α
i C
2
αfαdcα. (3.15)
Na teoria de 5ν-campos o tensor pressa˜o parcial e o vetor fluxo de calor parcial sa˜o expressos
em termos dos campos ba´sicos (3.6)-(3.8) atrave´s das equac¸o˜es constitutivas [22]
pαij = nαkTαδij − 2
ν∑
β=1
ηαβ
∂vβ<i
∂xj>
, (3.16)
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qαi = −
ν∑
β=1
λαβ
∂Tβ
∂xi
−
ν−1∑
β=1
Mαβ(v
β
i − vνi ). (3.17)
As expresso˜es (3.16) e (3.17) representam uma generalizac¸a˜o das leis de Navier-Stokes e
Fourier, respectivamente. Ale´m disso, as quantidades ηαβ, λαβ e Mαβ sa˜o coeficientes de
transporte associados com viscosidade, condutividade te´rmica e termo-difusa˜o, respectiva-
mente, e suas expresso˜es podem ser encontradas no apeˆndice A.
Uma vez que o nosso objetivo e´ derivar uma equac¸a˜o cine´tica modelo que seja com-
pat´ıvel com a teoria 5ν-campos, iremos assumir a seguinte expressa˜o para a func¸a˜o de dis-
tribuic¸a˜o de refereˆncia
fαγ = f
(0)
α (1 + A
αγ + Aαγi C
α
i + A
αγ
rr C
2
α + A
αγ
<ij>C
α
i C
α
j + A
αγ
rriC
α
i C
2
α), (3.18)
onde
f (0)α = nα
(
mα
2pikTα
)3/2
exp
(
− mαC
2
α
2kTα
)
, (3.19)
e´ a func¸a˜o distribuic¸a˜o Maxwelliana local para o constituinte α e Aαγ, Aαγi , A
αγ
rr , A
αγ
<ij>, A
αγ
rri
sa˜o coeficientes a serem determinados, que dependem da posic¸a˜o e do tempo. Uma completa
especificac¸a˜o destes coeficientes pode ser feita quando aplicamos o me´todo Chapman-Enskog
[19] para resolver a equac¸a˜o modelo. No me´todo de Chapman-Enskog, escrevemos a func¸a˜o
de distribuic¸a˜o das velocidades da seguinte forma:
fα = f
(0)
α (1 + φα), (3.20)
onde o desvio da func¸a˜o de distribuic¸a˜o Maxwelliana φα e´ uma func¸a˜o linear dos gradientes
espacias dos campos ba´sicos. Inserindo a expansa˜o (3.20) nas equac¸o˜es (3.1) e (3.5) nos leva
a
f
(0)
α
nα
(
∂nα
∂t
+ vαi
∂nα
∂xi
)
+
f
(0)
α
Tα
(
mαC
2
α
2kTα
− 3
2
)(
∂Tα
∂t
+ vαi
∂Tα
∂xi
)
+ f (0)α
(
mα
kTα
)
Cαi
(
∂vαi
∂t
+ vαj
∂vαi
∂xj
)
+ f (0)α
[
Cαi
nα
∂nα
∂xi
+
(
mαC
2
α
2kTα
− 3
2
)
Cαi
Tα
∂Tα
∂xi
+
(
mα
kTα
)
Cαi C
α
j
∂vαi
∂xj
]
= −σαfα +
ν∑
γ=1
σαγfαγ,
(3.21)
onde
σα =
ν∑
γ=1
σαγ , (3.22)
e´ a frequ¨eˆncia de colisa˜o total das part´ıculas do constituinte α. Na derivac¸a˜o da expressa˜o
acima, omitimos todos os termos na˜o lineares nos gradientes de primeira ordem e todos os
termos lineares nos gradientes de segunda ordem.
As equac¸o˜es de balanc¸o (3.9)-(3.11) no chamado regime de Euler, onde pαij = nαkTαδij
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e qαi = 0, podem ser utilizadas na eliminac¸a˜o das derivadas temporais que aparecem na
equac¸a˜o (3.21) tal que
φα =
1
σα
ν∑
γ=1
σαγ(A
αγ + Aαγi C
α
i + A
αγ
rr C
2
α + A
αγ
<ij>C
α
i C
α
j + A
αγ
rriC
α
i C
2
α)
− 1
σα
{(
mα
kTα
)
Cαi C
α
j
∂vα<i
∂xj>
+
(
mαC
2
α
2kTα
− 5
2
)
Cαi
Tα
∂Tα
∂xi
−
(
mα
kTα
)
Cαi
ν∑
γ=1
ναγzγ(v
α
i − vγi )− 2
(
mαC
2
α
2kTα
− 3
2
) ν∑
γ=1
ναγzαzγ
(
Tα − Tγ
Tα
)}
.
(3.23)
Inserindo (3.20) e (3.23) nas definic¸o˜es dos campos ba´sicos (3.6)-(3.8) nos leva a`s seguintes
relac¸o˜es :
ν∑
γ=1
σαγ
[
Aαγ + 3
(
kTα
mα
)
Aαγrr
]
= 0, (3.24)
ν∑
γ=1
σαγ
[
Aαγi + 5
(
kTα
mα
)
Aαγrri
]
= −
(
mα
kTα
) ν∑
γ=1
ναγzγ(v
α
i − vγi ), (3.25)
ν∑
γ=1
σαγA
αγ
rr = −
(
mα
kTα
) ν∑
γ=1
ναγzαzγ
(
Tα − Tγ
Tα
)
. (3.26)
Inserindo agora (3.20) e (3.23) nas definic¸o˜es de tensor pressa˜o parcial (3.14) e vetor fluxo
de calor parcial (3.15) e comparando as equac¸o˜es resultantes com as relac¸o˜es constitutivas
(3.16) e (3.17), obtemos :
ν∑
γ=1
σαγA
αγ
<ij> =
(
mα
kTα
)[
∂vα<i
∂xj>
− σα
pα
ν∑
β=1
ηαβ
∂vβ<i
∂xj>
]
, (3.27)
ν∑
γ=1
σαγA
αγ
rri =
(
mα
2kTα
){
1
Tα
∂Tα
∂xi
− 2
5
(
mα
kTα
)
σα
pα
[ ν∑
β=1
λαβ
∂Tβ
∂xi
+
ν−1∑
β=1
Mαβ(v
β
i − vνi )
]}
, (3.28)
onde pα = nαkTα denota a pressa˜o hidrosta´tica do constituinte α. Utilizando os resul-
tados acima podemos escrever nossa equac¸a˜o cine´tica modelo para a mistura de ν gases
monoatoˆmicos ideais como:
∂fα
∂t
+ cαi
∂fα
∂xi
= −σα(fα − f (0)α )− f (0)α
{(
mα
kTα
)
Cαi
ν∑
γ=1
ναγzγ(v
α
i − vγi )
+ 2
(
mαC
2
α
2kTα
− 3
2
) ν∑
γ=1
ναγzαzγ
(
Tα − Tγ
Tα
)
−
(
mα
kTα
)
Cαi C
α
j
[
∂vα<i
∂xj>
− σα
pα
ν∑
γ=1
ηαγ
∂vγ<i
∂xj>
]
−
(
mαC
2
α
2kTα
− 5
2
)
Cαi
Tα
[
∂Tα
∂xi
− 2
5
mα
k
σα
pα
( ν∑
γ=1
λαγ
∂Tγ
∂xi
+
ν−1∑
γ=1
Mαγ(v
γ
i − vνi )
)]}
.
(3.29)
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A aplicac¸a˜o da nossa equac¸a˜o cine´tica modelo para um problema particular requer a
especificac¸a˜o da frequ¨eˆncia de colisa˜o total σα do constituinte α. Do nosso ponto de vista,
uma escolha razoa´vel para a frequ¨eˆncia de colisa˜o total e´
σα =
pα
ηα
, (3.30)
onde
ηα =
ν∑
γ=1
ηαγ (3.31)
e´ o coeficiente de viscosidade do constituinte α na mistura. Note que a frequeˆncia de colisa˜o
total do constituinte α e´ o u´nico paraˆmetro ajusta´vel do modelo.
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Cap´ıtulo 4
Fator de Estrutura Dinaˆmico para
uma Mistura Bina´ria
O objetivo deste cap´ıtulo e´ encontrar a soluc¸a˜o da equac¸a˜o modelo linearizada e,
a partir desta soluc¸a˜o, calcular o fator de estrutura dinaˆmico para um mistura bina´ria de
gases monoatoˆmicos ideais.
4.1 Espalhamento de Luz na Mistura Bina´ria
No experimento de espalhamento de luz, a intensidade da luz espalhada esta´ direta-
mente relacionada com o chamado fator de estrutura dinaˆmico
S(q, ω) =
1
pi
<
[
< δ²(q, ω)δ²∗(q, 0) >
]
, (2.58)
onde ω e´ a mudanc¸a de frequ¨eˆncia angular da luz espalhada, q e´ o vetor de onda para as
flutuac¸o˜es observadas no processo de espalhamento e
< δ²(q, ω)δ²∗(q, 0) >=
∫
∞
0
∫
V
∫
V
1
T
∫ T
0
δ²(r′, τ+t)δ²(r, τ)exp[−iq(r−r′)]exp(−iωt)dτdr′drdt,
(4.1)
denota a transformada de Laplace-Fourier para a func¸a˜o auto-correlac¸a˜o da flutuac¸a˜o da
constante diele´trica δ²(r, t). Na mistura de gases monoatoˆmicos ideais, as flutuac¸o˜es na
constante diele´trica esta˜o relacionadas com as flutuac¸o˜es na densidade nume´rica parcial
δnα(r, t). Usando a equac¸a˜o de Clausius-Mossotti no´s teremos
δ²(r, t) =
ν∑
α=1
ααδnα(r, t), (4.2)
26
onde αα denota a polarizabilidade atoˆmica do constituinte α. Enta˜o, das equac¸o˜es acima
podemos obter que a intensidade da luz espalhada e´ dada por
S(q, ω) =
1
pi
<
ν∑
α=1
ν∑
γ=1
αααγnαGαγ(q, ω), (4.3)
onde
Gαγ(q, ω) =
< δnα(q, ω)δn
∗
γ(q, 0) >
nα
. (4.4)
De acordo com Boley e Yip [13], as func¸o˜es densidade de correlac¸a˜o nume´rica Gαγ sa˜o obti-
das a partir da soluc¸a˜o das equac¸o˜es linearizadas de Boltzmann sujeitas a condic¸o˜es iniciais
apropriadas.
4.2 Linearizac¸a˜o da Equac¸a˜o Cine´tica Modelo
Em 1964, Nelkin e Yip [23] demonstraram que a func¸a˜o de auto-correlac¸a˜o da densi-
dade do nu´mero de part´ıculas pode ser obtida atrave´s da soluc¸a˜o da equac¸a˜o linearizada de
Boltzmann que descreve o sistema sujeita a condic¸o˜es inicias apropriadas. Para uma mistura
de ν gases, a forma linear da equac¸a˜o cine´tica pode ser obtida quando escrevemos a func¸a˜o
de distribuic¸a˜o para o constituinte α da seguinte forma:
fα = n
0
αf
0
α (1 + hα) , (4.5)
onde
f 0α =
(
mα
2pikT0
)3/2
exp
(
−mαc
2
α
2kT0
)
(4.6)
e´ a func¸a˜o Maxwelliana absoluta e hα = hα(x, cα, t) denota um desvio da func¸a˜o de distri-
buic¸a˜o em equil´ıbrio. Ale´m disso, n0α e T0 denotam a densidade do nu´mero de part´ıculas e a
temperatura em equil´ıbrio, respectivamente. Inserindo a expressa˜o (4.5) nas equac¸o˜es (3.1)
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e (3.29) obtemos, apo´s linearizac¸a˜o, a seguinte equac¸a˜o
∂hα
∂t
+ cαi
∂hα
∂xi
+ σαhα = σα
[
n¯α + 2
√
mα
2kT0
cαi v¯
α
i +
(
mαc
2
α
2kT0
− 3
2
)
T¯α
]
− 2
√
mα
2kT0
cαi
ν∑
γ=1
ναγ(zγ v¯
α
i −
√
zαzγ v¯
γ
i )
− 2
(
mαc
2
α
2kT0
− 3
2
) ν∑
γ=1
ναγzαzγ(T¯α − T¯γ)
+ 2
√
mα
2kT0
(cαi c
α
j −
1
3
c2αδij)
(
∂v¯αi
∂xj
−
ν∑
γ=1
ηαγ
ηα
√
mα
mγ
∂v¯γi
∂xj
)
+ cαi
(
mαc
2
α
2kT0
− 5
2
)(
∂T¯α
∂xi
− 2
5
mα
k
ν∑
γ=1
λαγ
ηα
∂T¯γ
∂xi
)
− 4
5
σα
√
mα
2kT0
cαi
(
mαc
2
α
2kT0
− 5
2
) ν−1∑
γ=1
Mαγ
pα
(√
mα
mγ
v¯γi −
√
mα
mν
v¯νi
)
.
(4.7)
Na equac¸a˜o acima, as amplitudes adimensionais das perturbac¸o˜es dos momentos da func¸a˜o
de distribuic¸a˜o sa˜o definidos da seguinte forma:
n¯α =
∫
f 0αhαdcα, (4.8)
v¯αx =
∫ √
mα
2kT0
cαxf
0
αhαdcα, (4.9)
T¯α =
2
3
∫
(
mα
2kT0
c2α −
2
3
)f 0αhαdcα. (4.10)
As amplitudes adimensionais das perturbac¸o˜es das densidades parciais do nu´mero
de part´ıculas n¯α(x, t) na˜o sa˜o quantidades de interesse diretamente experimental [24]. O
que e´ medido no espalhamento de luz, em uma mistura gasosa, e´ o chamado fator de estru-
tura dinaˆmico S(q, ω), que esta´ relacionado com as func¸o˜es de correlac¸a˜o da flutuac¸a˜o da
densidade do nu´mero de part´ıculas Gαγ(q, ω) no espac¸o de Fourier-Laplace.
No´s podemos resolver a equac¸a˜o (4.7) sujeita a determinadas condic¸o˜es iniciais. Ale´m
disso consideraremos o caso da perturbac¸a˜o na direc¸a˜o x e escolhemos q ao longo desta
direc¸a˜o. Esta escolha e´ completamente arbitra´ria pois o fator de estrutura dinaˆmico S(q, ω)
depende somente da magnitude do vetor de espalhamento q.
A soluc¸a˜o da equac¸a˜o (4.7) no espac¸o de Fourier-Laplace pode ser escrita da seguinte
forma
hα =
i
qvα
hα(0)
(C αx − rα)
+ i
(
σα
qvα
) L(0)α
(C αx − rα)
+
L(1)α
(C αx − rα)
, (4.11)
onde vα =
√
2kT0/mα, C
α
i = c
α
i /vα, rα = (ω−i σα)/qvα e hα(0) = hα(q, cα, 0) denota o valor
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inicial para o desvio da func¸a˜o distribuic¸a˜o. Ale´m disso, na equac¸a˜o (4.11) introduzimos as
seguintes abreviac¸o˜es
L(0)α = n¯α + 2C αx v¯αx +
(
C
2
α −
3
2
)
T¯α − 2C αx
ν∑
γ=1
ναγ
σα
(zγ v¯
α
x −
√
zαzγ v¯
γ
x)
− 2
(
C
2
α −
3
2
) ν∑
γ=1
ναγ
σα
zαzγ(T¯α − T¯γ)
− 4
5
C
α
x
(
C
2
α −
5
2
) ν−1∑
γ=1
Mαγ
pα
(√
mα
mγ
v¯γx −
√
mα
mν
v¯νx
)
(4.12)
e
L(1)α =
(
4
3
C
α2
x −
2
3
C
α2
y −
2
3
C
α2
z
)(
v¯αx −
ν∑
γ=1
ηαγ
ηα
√
mα
mγ
v¯γx
)
+ C αx
(
C
2
α −
5
2
)(
T¯α − 2
5
mα
k
ν∑
γ=1
λαγ
ηα
T¯γ
)
.
(4.13)
Inserindo a equac¸a˜o (4.11) nas equac¸o˜es (4.8)-(4.10) e integrando sobre todos os valo-
res da velocidade molecular, obtemos um sistema de equac¸o˜es alge´bricas para as amplitudes
das perturbac¸o˜es. Para uma mistura bina´ria (α = 1, 2), podemos escrever este sistema na
seguinte forma matricial:
(M− I)X = − i
(qv1)
X1h1(0)− i
(qv2)
X2h2(0), (4.14)
onde I e´ a matriz identidade e
X =


n¯1
n¯2
v¯1x
v¯2x
T¯1
T¯2


. (4.15)
Os elementos das matrizes M, X1 e X2 esta˜o listados no Apeˆndice B e dependem da func¸a˜o
plasma de dispersa˜o [25]
W (rα) =
1√
pi
∫ +∞
−∞
exp(−t2)
t− rα dt. (4.16)
A soluc¸a˜o do sistema de equac¸o˜es (4.14) para as amplitudes adimensionais n¯1 e n¯2,
sujeitas as condic¸o˜es iniciais h1(0) = 1 e h2(0) = 0, fornece a densidade de correlac¸a˜o
G11(q, ω) = n¯1 e G21(q, ω) = n¯2, (4.17)
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ao passo que se as condic¸o˜es iniciais forem h1(0) = 0 e h2(0) = 1, teremos
G12(q, ω) = n¯1 e G22(q, ω) = n¯2, (4.18)
Enta˜o, a combinac¸a˜o dos resultados acima juntamente com (4.3) resulta na deter-
minac¸a˜o do fator de estrutura dinaˆmico S(q, ω) para uma mistura bina´ria de gases mo-
noatoˆmicos ideais.
Concluindo este cap´ıtulo salientamos que o fator de estrutura dinaˆmico depende da
intensidade do vetor de espalhamento q, da temperatura da mistura e da pressa˜o parcial de
cada constituinte.
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Cap´ıtulo 5
Resultados
Como vimos este trabalho tem por objetivo estudar o comportamento da luz de um
laser que e´ espalhada apo´s atravessar uma mistura bina´ria de gases monoatoˆmicos. Os dois
constituintes devem obedecer ao modelo de esfera r´ıgida, cujo potencial de interac¸a˜o e´ sim-
ples e bastante conhecido 1 : na˜o inclui nenhum tipo de forc¸a de atrac¸a˜o entre as mole´culas.
Devido a simetria esfe´rica, os centros de massa e gravidade das part´ıculas sa˜o coincidentes.
Os constituintes da mistura devem ser formados por part´ıculas que se encaixem no modelo
de esferas lisas e perfeitamente ela´sticas, possuindo desta forma apenas o movimento trans-
lacional (energia de translac¸a˜o).
Em geral, o espectro da luz espalhada e´ constituido por treˆs picos bem definidos.
O pico central e´ conhecido como pico de Rayleigh e esta´ associado com as flutuac¸o˜es na
entropia e na concentrac¸a˜o (difusa˜o te´rmica, dissipac¸a˜o te´rmica). Os dois picos sime´tricos
ao central, de menor intensidade, esta˜o ligados a processos mecaˆnicos e sa˜o conhecidos como
picos de Brillouin, estes relacionam-se com as flutuac¸o˜es na pressa˜o a entropia constante
e tem um espectro de frequ¨eˆncia associado com ondas de som ou foˆnons (ondas te´rmicas,
ondas sonoras), este par de linhas e´ alargado por processos dissipativos na mistura os quais
levam a` atenuac¸a˜o do som e a existeˆncia destas linhas e´ devida a` propagac¸a˜o de ondas em
direc¸o˜es opostas mas com a mesma velocidade.
Como componentes da mistura foram escolhidos os gases He´lio (He) e Xenoˆnio (Xe)
por serem gases nobres. Podem ser encontrados va´rios trabalhos na literatura, como por
exemplo Letamendia et al. [10], que utiliza estes dois gases em seus experimentos e apre-
1Este potencial representa somente as forc¸as de repulsa˜o entre esferas r´ıgidas de diaˆmetro a.
Ψ(r) =


∞ quando r < a,
0 quando r > a.
(5.1)
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senta espectros da luz espalhada para diversas concentrac¸o˜es da mistura.
Pretendemos comparar os resultados obtidos para o espalhamento de luz em uma
mistura bina´ria com os experimentos de espalhamento realizados por Letamendia et al. [10]
para uma mistura de gases He-Xe. Estes experimentos foram feitos a uma temperatura de
293 K (temperatura ambiente) usando um laser de ı´ons de argoˆnio com comprimento de
onda λ = 5145A˚ e um interferoˆmetro Fabry-Perot de alta resoluc¸a˜o.
De acordo com Letamendia et al. [10] as principais diferenc¸as entre o experimento
e a teoria hidrodinaˆmica usual [9] para a mistura podem ser observadas em alguns casos
de acordo com as condic¸o˜es experimentais. O mais importante paraˆmetro de comparac¸a˜o
entre o experimento e a teoria levado em considerac¸a˜o e´ a relac¸a˜o entre o comprimento de
onda das flutuac¸o˜es e o livre caminho me´dio (distaˆncia me´dia percorrida por uma mole´cula
entre coliso˜es sucessivas), sendo este menor que a unidade a teoria hidrodinaˆmica prediz uma
forte supressa˜o (ou auseˆncia) do pico central (Rayleigh) em contradic¸a˜o com os resultados
experimentais. Outro importante ponto observado por Letamendia et al. [10] para seu ex-
perimento de espalhamento de luz e´ que o comportamento na˜o hidrodinaˆmico torna-se mais
significativo para misturas com He´lio dilu´ıdo.
Para o ca´lculo do fator de estrutura dinaˆmico e´ necessa´rio o conhecimento dos coe-
ficientes de transporte que aparecem nas relac¸o˜es constitutivas do tensor pressa˜o parcial e
vetor fluxo de calor parcial. Estes coeficientes de transporte dependem da lei de interac¸a˜o
entre as part´ıculas dos constituintes da mistura atrave´s das integrais de colisa˜o de Chapman-
Cowling. Vamos assumir que as part´ıculas da mistura interagem de acordo com o modelo
de esferas r´ıgidas, enta˜o as integrais de Chapman-Cowling [19] sa˜o dadas por
Ω(l,r)αγ =
a2αγ
8
(
2pikT
mαγ
)1/2[
2− 1 + (−1)
l
1 + l
]
(1 + r)!, (5.2)
onde aαγ = (aα + aγ)/2 e´ a distaˆncia entre os centros das duas part´ıculas esfe´ricas de
diaˆmetros aα e aγ no instante da colisa˜o e mαγ = mαmγ/(mα +mγ) e´ a massa reduzida.
Os componentes monoatoˆmicos da mistura sa˜o caracterizados pelos paraˆmetros apre-
sentados na tabela 5.1 [2, 26,27]:
ga´s m a α
( 10−26kg) (10−10m) (10−40Cm2/V)
He 0,66 2,16 0,227
Xe 21,80 4,90 4,460
Tabela 5.1: paraˆmetros para o potencial de esfera r´ıgida
Em uma mistura gasosa, utilizamos os paraˆmetros de uniformidade parciais yα para
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classificac¸a˜o dos resultados obtidos, definidos da seguinte forma [10]:
yα =
16
15
nα
q
(
mα
2kTα
)1/2
Ω(2,2)αα . (5.3)
O regime hidrodinaˆmico e´ descrito pela condic¸a˜o yα À 1, neste regime o espectro da
luz espalhada e´ constitu´ıdo por um pico de Rayleigh e dois picos de Brillouin bem definidos.
Ja´ no regime cine´tico, a condic¸a˜o yα ≈ 1 e´ valida e no´s observamos um alargamento nos
picos Rayleigh e Brillouin.
Para comparac¸a˜o com os resultados experimentais, incorporamos em nossos resulta-
dos teo´ricos a func¸a˜o instrumental do aparelho. O perfil instrumental do aparelho representa
o espectro da luz obtido pelo interferoˆmetro Fabry-Perot na auseˆncia do ga´s. A func¸a˜o ins-
trumental foi aproximada por uma func¸a˜o Lorentziana, sendo que a largura ma´xima a meia
altura e´ de 20MHz [10] e apresentamos seu espectro na figura 5.1. As convoluc¸o˜es dos espec-
tros teo´ricos com a func¸a˜o instrumental do aparelho foram encontradas numericamente por
meio de te´cnicas de transformadas discretas ra´pidas de Fourier (FFT). O fator de estrutura
dinaˆmico S(q, ω) se encontra normalizado, ou seja, dividido pelo seu valor na altura ma´xima
da regia˜o central do espectro onde a frequ¨eˆncia e´ zero (ω = 0).
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Figura 5.1: Representac¸a˜o do perfil instumental do aparelho com largura ma´xima a meia
altura de 20MHz.
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As figuras 5.2 - 5.10 mostram os espectros de espalhamento de luz para va´rias misturas
He-Xe a uma temperatura de T = 293 K, as demais condic¸o˜es experimentais esta˜o descritas
na tabela 5.2. Nestas figuras a linha cheia representa a convoluc¸a˜o do espectro teo´rico com
a func¸a˜o experimental do aparelho, e os pontos sa˜o os resultados experimentais obtidos por
Letamendia et al. [10].
Figura p
He
p
Xe
q x
He
y
He
y
Xe
θ
(atm) (atm) (107m−1)
5.2 0,56 3,75 1,727 0,13 0,101 3,491 90◦
5.3 1,81 3,75 1,727 0,32 0,327 3,491 90◦
5.4 3,51 3,75 1,727 0,48 0,635 3,491 90◦
5.5 6,45 3,75 1,727 0,63 1,167 3,491 90◦
5.6 11,78 3,75 1,727 0,76 2,131 3,491 90◦
5.7 0,57 5,97 1,727 0,09 0,103 5,558 90◦
5.8 1,24 5,97 1,727 0,17 0,224 5,558 90◦
5.9 3,80 5,97 1,727 0,39 0,687 5,558 90◦
5.10 4,16 5,97 1,727 0,41 0,752 5,558 90◦
Tabela 5.2: Lista para as condic¸o˜es experimentais.
-500 0 500
frequência (MHz)
es
pec
tro
 da
 luz
 esp
alh
ada
Figura 5.2: Espectro do espalhamento de luz para uma mistura He-Xe onde p
He
= 0, 56 atm
(y
He
= 0, 101) e p
Xe
= 3, 75 atm (y
Xe
= 3, 491).
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Figura 5.3: Espectro do espalhamento de luz para uma mistura He-Xe onde p
He
= 1, 81 atm
(y
He
= 0, 327) e p
Xe
= 3, 75 atm (y
Xe
= 3, 491).
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Figura 5.4: Espectro do espalhamento de luz para uma mistura He-Xe onde p
He
= 3, 51 atm
(y
He
= 0, 635) e p
Xe
= 3, 75 atm (y
Xe
= 3, 491).
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Figura 5.5: Espectro do espalhamento de luz para uma mistura He-Xe onde p
He
= 6, 45 atm
(y
He
= 1, 167) e p
Xe
= 3, 75 atm (y
Xe
= 3, 491).
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Figura 5.6: Espectro do espalhamento de luz para uma mistura He-Xe onde p
He
= 11, 78 atm
(y
He
= 2, 131) e p
Xe
= 3, 75 atm (y
Xe
= 3, 491).
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Figura 5.7: Espectro do espalhamento de luz para uma mistura He-Xe onde p
He
= 0, 57 atm
(y
He
= 0, 103) e p
Xe
= 5, 97 atm (y
Xe
= 5, 558).
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Figura 5.8: Espectro do espalhamento de luz para uma mistura He-Xe onde p
He
= 1, 24 atm
(y
He
= 0, 224) e p
Xe
= 5, 97 atm (y
Xe
= 5, 558).
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Figura 5.9: Espectro do espalhamento de luz para uma mistura He-Xe onde p
He
= 3, 80 atm
(y
He
= 0, 687) e p
Xe
= 5, 97 atm (y
Xe
= 5, 558).
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Figura 5.10: Espectro do espalhamento de luz para uma mistura He-Xe p
He
= 4, 16 atm
(y
He
= 0, 752) e p
Xe
= 5, 97 atm (y
Xe
= 5, 558).
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Iremos agora fazer uma ana´lise dos resultados obtidos com base nos paraˆmetros de
uniformidade yα de cada constituinte, na polarizabilidade atoˆmica e na frac¸a˜o molar do He´lio
xHe = pHe/(pHe + pXe), que representa a quantidade de He´lio na mistura.
As figuras 5.2, 5.7 e 5.8 mostram o espectro da luz espalhada em misturas de He´lio
com Xenoˆnio com baixas concentrac¸o˜es de He´lio. Quando a concentrac¸a˜o de He´lio e´ baixa, o
espectro de espalhamento de luz da mistura reflete o comportamento do Xenoˆnio. A partir
da tabela 5.2 vemos que o Xenoˆnio esta´ em um regime de transic¸a˜o entre o regime hidro-
dinaˆmico e o regime cine´tico, uma vez que os valores para o paraˆmetro de uniformidade na˜o
sa˜o muito maiores do que a unidade. De acordo com Letamendia et al. [10], os resultados
experimentais mostrados nas figuras 5.2, 5.7 e 5.8 na˜o podem ser descritos pela teoria hidro-
dinaˆmica usual de misturas. Entretanto, vemos que os nossos resultados teo´ricos esta˜o em
perfeita concordaˆncia com os dados experimentais.
Nas figuras 5.3, 5.4, 5.9 e 5.10 comparamos os resultados teo´ricos com os dados
experimentais para aquelas misturas nas quais as concentrac¸o˜es de He´lio e Xenoˆnio sa˜o equi-
valentes. Para estes casos, o espectro da luz espalhada pela mistura continua a refletir o
comportamento do Xenoˆnio, uma vez que a polarizabilidade atoˆmica do Xenoˆnio e´ bem
maior que a do He´lio (αXe/αHe ≈ 20). Tambe´m nestes casos, o paraˆmetro de uniformidade
do Xenoˆnio na˜o e´ muito maior que a unidade, de modo que novamente o Xenoˆnio se encontra
em um regime de transic¸a˜o entre os regimes hidrodinaˆmico e cine´tico. Vemos tambe´m para
misturas de He´lio e Xenoˆnio com concentrac¸o˜es equivalentes, que o modelo cine´tico para dois
fluidos apresentado neste trabalho e´ capaz de descrever de forma satisfato´ria a densidade
espectral da luz espalhada. As pequenas discrepaˆncias entre os resultados teo´ricos e experi-
mentais que aparecem nas figuras 5.9 e 5.10 devem estar relacionadas com efeitos associados
a na˜o idealidade dos gases, uma vez que a pressa˜o da mistura apresenta valores da ordem de
10 atm.
No caso da figuras 5.5 e 5.6, o espectro da luz espalhada pela mistura reflete agora
basicamente o comportamento do He´lio uma vez que a concentrac¸a˜o do He´lio e´ maior que
a do Xenoˆnio. Como nestas figuras, os valores do paraˆmetro de uniformidade do He´lio
esta˜o pro´ximos da unidade, podemos afirmar que o ga´s He´lio se encontra no regime cine´tico.
Tal regime se reflete no espectro do espalhamento atrave´s da supressa˜o dos picos de Bril-
louin. Podemos observar agora que o modelo cine´tico proposto tambe´m descreve de forma
satisfato´ria os dados experimentais no regime cine´tico. As discrepaˆncias entre os resultados
teo´ricos e os dados experimentais que aparecem agora nas figuras 5.5 e 5.6 tambe´m devem
estar relacionadas com a na˜o idealidade dos constituintes da mistura.
Como podemos enta˜o perceber das figuras apresentadas, os resultados teo´ricos des-
crevem de maneira satisfato´ria os dados experimentais, indicando que o modelo cine´tico
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apresentado neste trabalho pode ser utilizado para descrever o espectro de espalhamento de
luz de uma mistura bina´ria desde o regime hidrodinaˆmico ate´ o regime cine´tico.
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Cap´ıtulo 6
Conclusa˜o
Neste trabalho, o espectro de espalhamento de luz em misturas bina´rias de gases mo-
noatoˆmicos ideais foi determinado a partir de um modelo cine´tico da equac¸a˜o de Botzmann
que e´ compat´ıvel com a teoria hidrodinaˆmica para dois fluidos.
A comparac¸a˜o entre os resultados teo´ricos obtidos e os dados experimentais de Le-
tamendia et al. [10] para misturas de He´lio com Xenoˆnio mostram que o modelo cine´tico
para dois fluidos pode ser utilizado de forma satisfato´ria para descrever o espectro da luz
espalhada no regime cine´tico, tanto quanto no regime hidrodinaˆmico.
Os pequenos desvios observados entre os resultados teo´ricos e os dados experimentais
podem estar relacionados com a escolha do potencial de interac¸a˜o molecular, ou ainda, com
a func¸a˜o instrumental do aparelho utilizada. Outro fator, capaz de provocar tais desvios,
pode estar relacionado com efeitos associados a na˜o idealidade dos gases devido ao aumento
da pressa˜o hidrosta´tica das misturas durante os experimentos.
A utilizac¸a˜o de um modelo cine´tico que seja compat´ıvel com a teoria hidrodinaˆmica
para dois fluidos se faz necessa´ria em misturas de He´lio com Xenoˆnio devido a diferenc¸a de
massa (m
Xe
À mHe) entre os constituintes. Tal diferenc¸a entre as massas moleculares gera
uma dificuldade na troca de energia entre as mole´culas dos dois gases durante a colisa˜o, ou
seja, dificultando o processo de relaxac¸a˜o da energia cine´tica das mole´culas (equil´ıbrio entre
as temperaturas).
Como trabalhos futuros podemos considerar:
i) o desenvolvimento de um modelo cine´tico para uma mistura bina´ria de gases densos
de esferas r´ıgidas (ga´s de Enskog) que levaria em conta os efeitos de na˜o idealidade dos gases,
bem como os efeitos presentes em uma teoria de dois fluidos.
ii) estudar os efeitos no espectro da luz espalhada devido a diferentes potenciais de
interac¸a˜o molecular. Tal estudo se faz necessa´rio, uma vez que o fator de estrutura dinaˆmico
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e´ sens´ıvel ao fator de termo-difusa˜o, que por sua vez pode variar de forma significativa
dependendo do modelo de interac¸a˜o molecular utilizado.
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Apeˆndice A
Coeficientes de Transporte
No caso de misturas bina´rias, as expresso˜es para os coeficientes de transportes que
aparecem nas equac¸o˜es constitutivas do tensor pressa˜o parcial e vetor fluxo de calor parcial
sa˜o
η11 =
x1kTA4
A1A4 − A2A3 , η12 =
x2kTA2
A1A4 − A2A3 , (A.1)
η21 =
x1kTA3
A1A4 − A2A3 , η22 =
x2kTA1
A1A4 − A2A3 , (A.2)
λ11 =
5
2
(
k
m1
)
x1kTB4
B1B4 −B2B3 , λ12 =
5
2
(
k
m2
)
x2kTB2
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λ21 =
5
2
(
k
m1
)
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p1x2C(z
2
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p2x1C(z
2
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5
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5
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5
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12
(
10
3
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Ω
(2,2)
12
Ω
(1,1)
12
)
, (A.9)
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16
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5
2
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+
2
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, (A.13)
C =
40
3
Ω
(1,1)
12 −
(
1− 2
5
Ω
(1,2)
12
Ω
(1,1)
12
)
. (A.14)
Acima, x1 = n1/(n1 + n2) e x2 = n2/(n1 + n2) denotam a frac¸a˜o molar do ga´s 1 e 2
respectivamente, e Ω
(l,r)
αγ sa˜o as integrais de colisa˜o de Chapman-Cowling [19].
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Apeˆndice B
Elementos das Matrizes
Os elementos da matriz M6x6 que aparecem na relac¸a˜o de dispersa˜o sa˜o :
M11 = is1W (r1), M12 = 0, (B.1)
M13 = is12A(r1)(1− ν12
σ1
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M11
p1
+
4
3
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M31 = is1A(r1), M32 = 0, M3i = r1M1i (i = 3, 4, 5, 6), (B.11)
M41 = 0, M42 = is2A(r2), M4i = r2M2i (i = 3, 4, 5, 6), (B.12)
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e as matrizes X1 e X2 sa˜o
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onde no´s introduzimos as seguintes abreviac¸o˜es (α = 1, 2)
sα =
σα
qvα
(B.24)
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